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Resumo
Levando-se em consideração o atual conhecimento da estrutura e características da Ca-
mada Limite Convectiva (CLC), uma simples formulação semi-impírica para o parâmetro de
dispersão e coeficiente de difusão para serem usados em modelos de disperção atmosférica foi
derivada. Consiste em uma expressão para o parâmetro de dispersão e coeficiente de difusão
dependentes da distância da fonte para uma turbulência não homogênea em condições extre-
mamente instáveis. A teoria de similaridade de Yaglom é usada para estimar estas expressões.
Além disso, este coeficiente de difusão vertical foi introduzido em um modelo de poluição do ar,
validado com os dados experimentais de “Prairie Grass” e comparado com o modelo Gaussiano.
Os resultados desta parametrização concordam com as medidas de “Prairie Grass” e também
com os Gaussianos. O presente estudo sugere que a inclusão do efeito de memória na teoria de
similaridade de Yaglom, importante para regiões próximas de uma fonte pontual em condições
extremamente instáveis, melhora a descrição do processo de transporte turbulento de
contaminantes atmosféricos.
Palavras-chave: Teoria de similaridade, poluição do ar, coeficiente de difusão.
Abstract
Accounting for the current knowledge of the Convective Boundary Layer (CBL) structure and
characteristics a simple semi-empirical formulation for the eddy diffusivity and dispersion parameter
to be used in atmospheric dispersion models has been derived. That is, an expression for the
dispersion parameter and eddy diffusivity depending on source distance for inhomogeneous
turbulence in strongly unstable conditions is proposed. The Yaglom’s similarity theory is used to
estimate these quantities. In addition, this vertical eddy diffusivity was introduce in an air pollution
model and validated with the data of Prairie Grass experiments and compared with a Gaussian
model. The results of this parameterization are shown to agree with the measurements of Prairie
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Grass and also with those Gaussian. Furthermore, the present study suggests that the inclusion of
the memory effect in the Yaglom’s similarity theory, important in near regions from a low continuous
point source in strongly unstable conditions, improves the description of the turbulent transport
process of atmospheric contaminants.
Key Words: Similarity theory, air pollution, eddy diffusivity.
to destas equações é relacionar o fluxo tur-
bulento de concentração ao gradiente da
concentração média por coeficientes de di-
fusão, que são propriedades do escoamen-
to turbulento mas não do fluido; isto é o
fechamento de primeira ordem [5]. Ainda
mais importante, os coeficientes de difusão
podem variar no espaço e com o tempo de
viagem dos contaminantes. Em sua teoria
estatística de difusão, Taylor [6] mostrou que
a difusão turbulenta é diferente em regiões
próximas e distantes de uma fonte contí-
nua. Na proximidade da fonte, partículas
fluidas mantém a memória de seu ambien-
te turbulento inicial. Para grandes tempos
de viagem, esta memória é perdida, e as
partículas seguem somente as propriedades
da turbulência local [7].
A teoria de Yaglom [8] domina a dis-
persão vertical de uma liberação na camada
superficial e é aplicável em condições muito
instáveis ( 10 Lzi ) quando um extensivo
regime de convecção livre existe (-L < z <
0.1zi). Yaglom argumentou que neste regi-
me, a taxa de produção da turbulência devi-
do ao empuxo é a mais relevante variável a
determinar a velocidade vertical média de
uma pluma ou nuvem. O acelerado cresci-
mento - o exponente 3/2 sobre X versus 1
para a teoria  estatística – falha para o au-
mento de 
w
 com a altura na camda de
convecção livre. Devemos reconhecer que
esta lei de crescimento representa somente
comportamento de um pequeno tempo ou
distância porque a pluma eventualmente se
extenderá para dentro da camada de mistu-
ra onde 
w
 varia mais lentamente com a al-
tura z. Isto é, os efeitos de uma região de
mistura finita e uma escala de comprimento
que limita a turbulência (
iz ) devem entrar.
1 Introdução
Nos problemas de dispersão atmosfé-
rica a escolha de uma parametrização tur-
bulenta representa uma decisão fundamen-
tal para a modelagem do transporte de
contaminantes. Do ponto de vista físico a
parametrização da turbulência é uma apro-
ximação da natureza no senso que estamos
colocando em modelos matemáticos uma
relação aproximada que em princípio pode
ser usada como uma substituição para o
verdadeiro termo desconhecido. A valida-
de de cada modelo depende do modo
como os parâmetros turbulentos são cal-
culados e relacionados ao atual conheci-
mento da Camada Limite Planetária (CLP).
Muitas das parametrizações da turbulên-
cia usadas em modelos avançados de dis-
persão são baseados em teorias de simila-
ridade da CLP [1-4]: a parametrização da
turbulência está diretamente relacionada
aos parâmetros físicos básicos que descre-
vem o estado da turbulência da CLP.
A equação de difusão-advecção tem sido
largamente aplicada em modelos de disper-
são atmosféricos operacionais para predizer
a concentração média de contaminantes na
CLP. Em princípio, desta equação é possível
obter um modelo teórico de dispersão de uma
fonte pontual contínua dadas as apropria-
das condições iniciais e de contorno mais o
conhecimento da velocidade do vento e flu-
xos turbulentos de concentração.
Muitas das pesquisas de dispersão tur-
bulenta são relacionadas na especificação
destes fluxos turbulentos que conduzem
para a solução da equação de difusão-
advecção: este procedimento, algumas ve-
zes, é chamado como o fechamento do pro-
blema de difusão turbulenta.
O principal esquema para o fechamen-
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Além disso, lembramos que esta teoria se
aplica somente para fontes superficiais. Ape-
sar destas restrições, a teoria fornece um re-
sultado limite muito útil sobre a taxa de dis-
persão desde que a teoria estatística não pode
legitimamente ser aplicada na camada super-
ficial por causa da variação de 
w
 com z [9].
Para a difusão vertical a partir de uma fonte
superficial, o crescimento de convecção livre
( 2/3~ tz ) fita bem as observações de labo-
ratório quando 5.0X  [10].
O objetivo deste trabalho é obter uma
simples formulação semi-empírica para o
parâmetro de dispersão e coeficiente de
difusão que são funções da distância da
fonte em condições de forte convecção. Isto
é baseado na velocidade turbulenta verti-
cal, na escala de tempo integral
Lagrangiana e na teoria de similaridade de
Yaglom. Este coeficiente de difusão, deri-
vado para condições fortemente instáveis,
pode descrever a dispersão nas proximi-
dades de uma fonte contínua baixa. Para
investigar a influência da teoria de simila-
ridade de Yaglom no processo de disper-
são turbulenta, o coeficiente de difusão
vertical função da distância da fonte em
condições fortemente instáveis, é utiliza-
do em um modelo de poluição do ar e con-
frontado com dados observacionais do ex-
perimento de dispersão atmosférica de
Prairie Grass [11].
2 Parametrização da
turbulência
Pasquill [12] sugere a seguinte relação
sigma, que é consistente com a teoria esta-
tística de difusão:
   )/( Lzwz TttS                      (1)
onde 
w
 é o desvio padrão da veloci-
dade do vento vertical, 
zS  é uma função
universal da difusão,   t é o tempo e 
LT  é a
escala Lagrangeana de tempo. A equação
(1) tem sido a base de muitas análises prá-
ticas dos dados de difusão desde o traba-
lho de Draxler [13]. Pesuisadores da difu-
são tem frequentemente sugerido que uma
aprocimação como esta, iniciando com
medidas diretas da turbulência próxima da
fonte, é a maneira mais confiável  de mo-
delar a difusão [14].
A partir da teoria de similaridade de
Yaglom o parâmetro de dispersão vertical
pode ser expresso como:
         2/32/3
13
2 tXc
zi
z 
              (2)
onde 
iUz
xw
X *  pode ser imaginado
como um tempo adimensional desde que
é a razão do tempo de viagem ( Ux ) com a
escala de tempo convectivo (
*wzi ), x é a
distância adimensional e 
1c  é a constante
de Yaglom.
Na camada superficial, a taxa de dis-
sipação   tem sido parametrizada em ter-
mos da variança de velocidade e alguma
escala de comprimento apropriada. Hinze
[15] e Tennekes [16], assumindo uma for-
ma exponencial para a função
autocorrelação Lagrangeana, sugeriu a se-
guinte relação entre   e a escala de tempo
integral Lagrangeana 
wLT
:
wL
w
TC0
22
                          (3)
onde 
0C  é uma constante numérica.
Apesar de trabalhos teóricos e experimen-
tais presentes na literatura, o valor de 
0C
não é estabelecido e representa ainda uma
matéria em aberto [4]. Hinze [15] encon-
trou que 
0C  varia entre 3 e 10. A Eq.(3)
mostra que a taxa de dissipação da turbu-
lência é determinada pela dinâmica de
grande escala. A energia é dissipada em
uma taxa proporcional a energia disponí-
vel e, reciprocamente, ao tempo de evolu-
ção dos turbilhões energéticos (que é re-
presentado pela escala integral
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Lagrangeana, 
LT ).
De acordo com Pasquil e Smith [17],
o parâmetro de dispersão vertical quando
o tempo de difusão t é de magnitude in-
termediária, isto é, grande o suficiente
para 
z  tornar-se independente de seu
valor inicial, mas não muito grande em re-
lação a escala da turbulência, pode ser ex-
presso por:
 32 tz                          (4)
Este resultado mostra a natureza es-
sencialmente acelerativa da difusão relati-
va, que ocorre enquanto as separações en-
volvidas são pequenas comparadas com a
escala da turbulência.
Baseando-se nas equações (3) e (4)
acima uma formulação para o parâmetro
de dispersão vertical 
z  na camada super-
ficial pode ser obtida:
3
0
3
2
0
0
3
2
0
2 22 tAt
TC
At
TC L
w
L
w
z 

 















  (5)
onde 
0A  é uma constante. Usando-se
0
0
C
A
 , a equação (5) pode ser escrita
como:
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então, o parâmetro de dispersão ver-
tical torna-se:
2/1
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L
wz T
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Comparando-se a Eq. (7) com a Eq.
(1) resulta na função 
zS :
2/1
2 


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


L
z T
tS                  (8)
A evolução temporal do coeficiente de
difusão 
K  depende fundamentalmente
da equação dependente do tempo de
Batchelor [7]:
dt
d
K
2
2
1 


                     (9)
com a = x, y, z. A Eq. (9) afirma que o
coeficiente de difusão é a derivada tempo-
ral da variança espacial. Substituindo-se (6)
em (9) resulta o seguinte coeficiente de
difusão vertical:
2
2
3 t
T
K
wL
w
z 









                 (10)
As equações (7) e (10) são expressas
em termos da variança da velocidade tur-
bulenta vertical e da escala de tempo de
descorrelação vertical. Neste trabalho es-
tes parâmetros serão derivados da teoria
de similaridade.
3. Variança da velocida-
de turbulenta e escala de
tempo lagrangeana
Na camada superficial convectiva, a
componente da velocidade turbulenta ver-
tical 
w
 tem sido representada como [18]:
  3/1* )(313.1 Lzuw           (11)
onde z é a altura acima do solo. A ex-
pressão (11) forma uma conveniente
interpolação entre os limites neutro e for-
temente convectivo. A velocidade de atri-
to superficial 
*u  pode ser escrita como se-
gue:
3/1
** 




 

iz
kLwu                (12)
onde 4.0k  é a constante de von
Karman, zi é a altura da camada limite ins-
tável e w* é a escala de velocidade
convectiva. Então, a equação (11) pode ser
escrita como:
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Para a escala integral de tempo
Lagrangeana foi utilizada uma expressão
sugerida por Hanna [1]:
           







w
L
zT

59.0                (14)
4. Parâmetro de disper-
são vertical e coeficien-
te de difusão
A partir da teoria de similaridade, as
expressões (13) e (14) foram introduzidas
na equação (7) para obter-se o seguinte
parâmetro de dispersão vertical:
2/1
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is zzH 1.0   (15)
onde 
sH  é a altura da fonte. Para o
parâmetro de dispersão vertical nós toma-
mos uma média na variável z:
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Das Eqs. (9) e (15) o coeficiente de
difusão vertical 
zK  foi calculado:

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Desta forma, neste estudo nós intro-
duzimos o coeficiente de difusão vertical
(17) em um modelo de poluição do ar e a
Eq. (16) em um modelo Gaussiano para
simular a concentração integrada lateral-
mente de contaminantes liberados a par-
tir de uma fonte baixa em condições forte-
mente instáveis. O valor da constante m
foi estimada pela comparação da Eq. (15)
(quando 0L ) com as Eqs. (6 e 8) do tra-
balho de Nieuwstadt [19]. Desta compara-
ção nós obtivemos um valor de 06.0  para
a constante m .
5. Modelo de poluição
do ar
Conforme Vilhena [20-22], para um
sistema de coordenadas cartesiano em que
a direção x coincide com a do vento mé-
dio, a equação de difusão-advecção no es-
tado estacionário pode ser escrita como
[5]:
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onde c  representa a concentração
média, U  a velocidade média do vento na
direção x e Kx , Ky e Kz são os coeficientes de
difusão. A integração lateral da equação
(18) (negligenciando a difusão longitudi-
nal) conduz para a seguinte expressão:
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sujeita as condições de fluxo zero no
solo e topo da CLP, e uma fonte com taxa
de emissão Q na altura 
sH :
0
z
cK
y
z 
 em  z = 0, zi   (20)
)(0 s
y Hz,z)=Q(cU     em x = 0   (21)
onde agora yc  representa a concen-
tração média integrada lateralmente.
Levando-se em consideração a depen-
dência do coeficiente Kz  e o perfil de velo-
cidade do vento U sobre a variável z, a al-
tura 
iz  da CBL é discretizada em N  sub-
intervalos de modo que em cada intervalo
Kz(z) e U(z) assumem um valor médio:

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nn
n dzzKzz
K           (22)

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Para o coeficiente de difusão vertical
dependente das variáveis x e z, inicialmen-
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te nós tomamos uma média em z:
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O procedimento é muito similar para
a variável x. O domínio na variável x é
discretizado em sub-intervalos de compri-
mento 
ix  e em cada sub-intervalo é con-
siderado o seguinte valor médio para o
coeficiente de difusão:






1
)(1
1
,
i
i
x
x
n
ii
ni xdxKxx
K         (25)
Lembramos que 
niK ,  assume um va-
lor constante em 
1 ii xxx  e 1 nn zzz .
Então, a solução do problema (19) é
reduzido para a solução de N problemas
do tipo:
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para n = 1: N, onde cn
y  representa a
concentração no nth sub-intervalo. Para
determinar as 2N  constantes de integração
as adicionais condições (2N-2) de continui-
dade da concentração e fluxo na interface
são consideradas:
y
n
y
n cc 1
          n = 1, 2,...(N-1)  (27)
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Aplicando-se a transformada de
Laplace na equação (26) resulta:
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onde  sxzxcLzsc ynpyn  );,(),( , que
tem a conhecida solução:
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Finalmente, aplicando-se as condições
de interface e contorno nós obtemos um sis-
tema linear para as constantes de integração.
De agora em diante a concentração é obti-
da invertendo-se numericamente a concen-
tração transformada c y  pelo esquema de
quadratura Gaussiana [23]:
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A solução (31) é válida para camadas
que não contém a fonte contaminante. Por
outro lado, a solução (32) pode ser usada
para estimar o campo de concentração na
camada que contém a fonte contínua. Es-
tas soluções são válidas somente para x >
0, uma vez que o esquema de inversão de
Laplace por quadratura não é permitido
para x = 0. 
jA  e jP  são os pesos e raízes
do esquema de quadratura Gaussiana e são
tabulados no livro de Stroud e Secrest [24].
Neste ponto é importante mencionar que
este procedimento conduz à solução para a
concentração com uma dependência contí-
nua em z e seccionalmente contínua em x
devido à imposição da condição de continui-
dade de concentração e fluxo de concentra-
ção na interface zn. Para obter uma solução
com dependência contínua nas variáveis x e
z, devemos aplicar, além das condições de
contorno, as condições de interface e conti-
nuidade da concentração em xi e zn. A justifi-
cativa para a aproximação adotada deriva da
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simplicidade resultante da imediata aplicação
da formulação para concentração encontra-
da por Moreira [25], quando o coeficiente de
difusão varia somente na variável z. Além dis-
so, nenhum esforço conputacional adicional
é necessário para estimar a concentração
quando o coeficiente de difusão depende de
x e z. Estamos cientes que este procedimento
é uma aproximação devido à descontinuidade
de concentração na interface xi, mas isto me-
lhora os resultados como será mostrado pos-
teriormente. É também relevante dizer que
para ambas aproximações, o número de cons-
tantes de integração são iguais ao número de
condições de contorno e interface,
consequentemente as constantes de
integração são unicamente determinadas.
6 Avaliação do modelo
A performance do presente modelo
(Eqs. 31, 32, e 17) tem sido confrontada
com dados experimentais de concentração
usando SO2 dos experimentos de disper-
são realizados em O’Neill, Nebraska, 1956,
descritos em Barad [11]. O poluente (SO2)
foi emitido sem empuxo a uma altura de
0.5 m e foi medido pelos amostradores a
uma altura de 1.5 m em cinco distâncias
(50, 100, 200, 400, 800 m). O sítio de Prairie
Grass foi plano com um comprimento de
rugosidade de 0.6 cm. Os resultados para
vinte experimentos fortemente convectivos
( 10 Lzi ) são apresentados [16]. Para
calcular 
*u  a equação (12) foi usada.
O perfil da velocidade do vento usa-
do nas Eqs. (31) e (32) tem sido
parameterizado segundo a teoria de simi-
laridade de Monin-Obukhov e o modelo
OML [26]:
 )/()/()/ln( 00* LzLzzzk
uU mm 
 se z £ zb
(33)
)( bzUU            se  z > zb       (34)
onde  z min L zb i , .01 , e m  é uma
função estabilidade dada por [27]:
2
)(tan2
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1ln
2
1ln2 1
2 






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
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


   AAAm   (35)
com
4/1)/161( LzA                    (36)
k = 0.4 é a constante de Von Karman,
u*  é a velocidade de atrito e zo o compri-
mento de rugosidade.
Como um teste para as aproximações
(17), (31) e (32) e também para analisar a
influência da teoria de Yaglom no trans-
porte turbulento, as parameterizações (16)
e (17) são usadas para simular as concen-
trações intergradas lateralmente ),( zxc y  de
Prairie Grass. A Figura 1 mostra o diagra-
ma de espalhamento de concentração
usando as aproximações (31) e (32) com o
coeficiente de difusão vertical dado pela
Eq. (17) e os resultados de um modelo
Gaussiano calculado com a Eq. (16). A Fi-
gura 2 mostra uma comparação entre os
valores de concentração adimensional
obsevados e preditos como uma função da
distância adimensional. Os resultados ge-
rados pelos presentes modelos (Eqs. 17, 31
e 32; modelo Gaussiano com Eq. 16) são
comparados com valores de concentração
observados durante o experimento de
Prairie Grass e, além disso, com os resulta-
dos de Nieuwstadt [19]. Esta comparação
mostra que, diferente do modelo de
Nieuwstadt, para pequenas distâncias de
viagem a presente parameterização repro-
duz muito bem as concentrações observa-
das integradas lateralmente. Para distân-
cias maiores, o rápido declínio nas concen-
trações medidas pode ser explicado pela
perda de material traçador nos experimen-
tos de campo para a superfície ou outras
causas.
Subsequentemente, no conjunto de
dados foi aplicado os seguintes índices es-
tatísticos [28]:
NMSE (normalized mean square
error) = 
popo CCCC
2)(  ,
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FA2 = fraction of data (%) for
2)/(5.0  op CC
COR (correlation coefficient) =
poppoo CCCC  )(( ,
FB (fractional bias) =
)(5.0 popo CCCC  ,
FS (fractional standart deviations) =
)(5.0)( popo  
Onde os subescritos o e p referem-se
as quantidades observadas e preditas, e
uma barra acima indica uma média. Os
resultados dos índices estatísticos são com-
parados com os obtidos a partir do mode-
lo Gaussiano, e são mostrados na Tabela 1.
Uma excelente concordância com os resul-
tados do modelo Gaussiano  foi obtida com
a proposta aproximação que considera Kz
variar com a distância da fonte conforme
a teoria de Yaglom.
7 Conclusões
Um simples coeficiente de difusão
semi-empirico dependente da distância da
fonte para uma CLP instável que conside-
ra a teoria de Yaglom é proposta. Este coe-
ficiente de difusão é baseado na teoria de
similaridade de Yaglom. Este coeficiente é
válido em regiões próximas de uma fonte
contínua baixa em condições fortemente
instáveis.
O presente modelo fornece um coefi-
ciente de difusão vertical variando com a
distância da fonte para turbulência não-
homogênea em uma CBL e que foi intro-
duzido em um modelo de poluição do ar e
validado com os dados experimentais de
Prairie Grass e finalmente comparado com
um modelo Gaussiano. A análise estatísti-
ca dos resultados mostra uma excelente
concordância entre os resultados da apro-
ximação proposta com os experimentais e
também com os do modelo Gaussiano. A
presente análise sugere que a inclusão da
teoria de Yaglom, melhora a descrição do
processo de transporte turbulento de
efluentes atmosféricos liberados por uma
fonte contínua baixa em condições forte-
mente convectivas. Finalmente é relevante
mencionar que o modelo proposto para
coefciente de difusão, expresso pela Eq.
(17), dependente da distância da fonte é
adequado para aplicações em modelos de
difusão atmosféricos.
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Figura 1 – Diagrama de espalhamento das concentrações observadas e preditas usando a aproximação (31) e (32)
com o coeficiente de difusão vertical dado pela Eq. (17) e os resultados de um modelo Gaussiano usando a Eq. (16).
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 Figura 2 - Comparação entre valores de concentração integrada lateralmente adimensional observada e predita yC
como uma função da distância adimensional X . Os resultados fornecidos pelo presente modelo (Eqs. 17, 31 e 32) e o
modelo Gaussiano com a Eq. (16) são comparados com os valores ce concentração observados durante o experimento de
Prairie Grass e, também, com os resultados de Nieuwstadt (1980).
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Tabela 1. Índices estatísticos para avaliar a performance do modelo.
Modelo NMSE FA2 COR FB FS
Eqs. (31, 32, 17) 0.02 0.96 0.99 0.05 0.04
Gaussiano com Eq. (16) 0.05 0.92 0.98 -0.05 0.00
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